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В работе развивается теория приводящего множителя для специального класса неголо-
номных динамических систем, когда возникающая нелинейная пуассонова структура при-
водится к скобке Ли–Пуассона алгебры e(3). В качестве примеров рассмотрены задача
о качении шара Чаплыгина и система Веселовой, кроме того получено интегрируемое ги-
ростатическое обобщение системы Веселовой.
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Введение
В работе [17] С.А.Чаплыгин указал специальный класс систем с двумя степенями сво-
боды, которые заменой времени dt = ρ dτ (где ρ — приводящий множитель, зависящий от
координат) приводятся к лагранжевой и, следовательно, гамильтоновой форме. В качестве
примера он разобрал задачу о движении так называемых саней Чаплыгина, которая посред-
ством предложенного им метода приводящего множителя может быть проинтегрирована
методом Гамильтона –Якоби. Впоследствии [4, 6, 12, 21, 23] было показано, что ряд систем
неголономной механики также могут быть представлены в форме систем Чаплыгина (либо
обобщенных систем Чаплыгина [4]), и, тем самым, являются конформно-гамильтоновыми.
Таким образом, метод приводящего множителя является одним из наиболее эффективных
методов явной гамильтонизации динамических систем.
С современной точки зрения, теория приводящего множителя является методом поиска
одного из важнейших тензорных инвариантов [10] динамической системы — пуассоновой
структуры [4]. В то же время для его применения, как правило, требуется переписать
уравнения движения в локальных переменных, а это обычно приводит к крайне громоздким
вычислениям. В данной работе мы развиваем метод Чаплыгина для одного класса систем,
часто встречающегося в неголономной механике, что позволяет существенно упростить их
гамильтонизацию.
1. Обобщенные системы Чаплыгина
Напомним, что согласно [4] обобщенной системой Чаплыгина называется механическая



















S = a1(q)q˙1 + a2(q)q˙2 + b(q),
(1.1)
где L—функция обобщенных координат q = (q1, q2) и скоростей q˙ = (q˙1, q˙2), которую также
будем называть лагранжианом системы. Как несложно проверить, эта система допускает






q˙i − L. (1.2)
Замечание. Обычная система Чаплыгина получается при специальном выборе функции S
(при этом заведомо b(q) = 0) [17]. В работах [22, 25] предложено несколько иное обобщение систем
Чаплыгина.
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Известно, что если имеется инвариантная мера с плотностью, зависящей только от
координат, то система представляется в конформно-гамильтоновой форме [4] (при b(q) = 0
это было показано С.А.Чаплыгиным [17]). Чтобы показать это, выполним преобразование















, P˙1 = −∂H∂q1 +
∂H
∂P2




S = a1(q)q˙1 + a2(q)q˙2 + b(q) = A1(q)P1 + A2(q)P2 + B(q).
(1.3)
Здесь H совпадает с интегралом энергии (1.2), выраженным через новые переменные.
Предположим теперь, что система допускает инвариантную меру с плотностью, зави-
сящей лишь от координат:
μ = N (q) dP1 dP2 dq1 dq2. (1.4)
























−A2(q) = 0, 1N
∂N
∂q2
+ A1(q) = 0. (1.5)
Сделаем теперь замену переменных
Pi =
pi
N (q) , i = 1, 2.






























Подставляя их в (1.3) и пользуясь соотношениями (1.5), получим
q˙i = N (q)∂H
∂pi















Таким образом, справедлив следующий результат.
Теорема 1. Если система (1.3) допускает инвариантную меру вида (1.4), то она
представляется в конформно-гамильтоновой форме
q˙i = N (q){qi,H}, p˙i = N (q){pi,H}, i = 1, 2,
где скобки Пуассона задаются соотношениями
{qi, pj} = δij , {qi, qj} = 0, {p1, p2} = N (q)B(q).
Доказательство заключается в непосредственной проверке тождества Якоби.
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2. Система Чаплыгина на T ∗S2
Рассмотрим теперь систему, которая описывается парой трехмерных векторов M , γ,
а уравнения движения имеют вид
M˙ = (M − Sγ)× ∂H
∂M
+ γ × ∂H
∂γ
, γ˙ = γ × ∂H
∂M
, (2.1)
где «гамильтониан» H(M ,γ) — произвольная функция (квадратичная поM ), а S(M ,γ) —





= K1(γ)M1 + K2(γ)M2 + K3(γ)M3.
Непосредственной проверкой доказывается, что система (2.1) всегда допускает три ин-
теграла движения:
F1 = γ2 = const, F2 = (M ,γ) = const, F3 = H(M ,γ) = const.
Без ограничения общности можно полагать γ2 = 1, так что уравнения (1.5) описывают
динамическую систему на семействе четырехмерных многообразий
M4c = {M ,γ | γ2 = 1, (M ,γ) = c},
каждое из которых диффеоморфно T ∗S2.
Если всю совокупность переменных обозначить как x = (M ,γ), то уравнения (2.1)























Здесь первое слагаемое — стандартная пуассонова структура, отвечающая алгебре Ли e(3).








Как и выше, предположим, что система (2.1) допускает инвариантную меру с плотно-
стью, зависящей лишь от γ:
μ = ρ(γ) dM dγ. (2.2)
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× γ = 0. (2.3)
Пользуясь этим соотношением, непосредственным вычислением можно доказать
Предложение 1. Если функция ρ(γ) удовлетворяет уравнению (2.3), то тензор
P = 1
ρ(γ)
P0 удовлетворяет тождеству Якоби.
Таким образом, окончательно получим
Теорема 2. Если система (2.1) допускает инвариантную меру (2.2) с плотностью,
зависящей лишь от γ, то она представляется в конформно-гамильтоновой форме




где P(x ) = ρ−1P0(x ) — пуассонова структура ранга 4 с функциями Казимира
F1 = γ2, F2 = (M ,γ).
Уравнение (2.3) может быть разрешено относительно вектора K следующим образом:




где f(γ) — произвольная функция. Итак, естественным образом мы получили специаль-


















где Φ(γ) — произвольная функция, также сохраняет тождество Якоби.
Укажем два примера.
Задача о шаре Чаплыгина на плоскости [18], описывающая качение без проскаль-
зывания уравновешенного динамически несимметричного шара по горизонтальной плоско-
сти.










+ U1(γ), S =
(AM ,γ)
D−1 − (Aγ,γ) , (2.5)
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где D = const, A — постоянная диагональная матрица. Вектор M (момент шара относи-
тельно точки контакта) выражается через физическую переменную ω (угловую скорость)
по формуле
M = A−1ω −D(ω,γ)γ, ω = A(M + Sγ), (2.6)
при этом величина интеграла (M ,γ) может принимать любое значение.




, f(γ) = 0.
Система Веселовой [8, 9, 13], описывающая динамику тела с неподвижной точкой
при наличии неголономной связи (ω,γ) = b = const, где ω — угловая скорость шара, а γ —
вектор неподвижный в пространстве.
В данном случае в системе координат, связанной с телом, уравнения движения также
представляются в форме (2.1) (см. [5]):
H2 = 12
⎛⎝(M , ÂM )− ((Â−E)M ,γ)2
(Âγ,γ)
⎞⎠+ U2(γ), S = −((Â−E)M ,γ)
(Âγ,γ)
; (2.7)
здесь A = I−1 — постоянная матрица, обратная тензору инерции, а момент M выражается
через угловую скорость ω тела следующим образом:
M = Â−1ω +
(
(Â−1 −E)ω,γ)γ, ω = Â(M − Sγ), (2.8)
где значение интеграла площадей совпадает с величиной связи,
(M ,γ) = (ω,γ) = b.
Плотность инвариантной меры (2.2) и функция f(γ) в данном случае совпадают:
ρ(γ) = f(γ) = 1√
(γ, Âγ)
.
Замечание. Лагранжево представление при b = 0 после замены времени было указано в [23],
соответствующее конформно-гамильтоново представление — в [5], другое конформно-гамильтоново
представление было найдено в [4]. Отметим, что система Веселовой с (ω,γ) = 0 представляет ин-
терес лишь с математической точки зрения, поскольку практическая реализация такой связи неиз-
вестна. Однако неголономные системы с неоднородными связями могут демонстрировать некоторые
неожиданные свойства — см., например, работу [24], посвященную системе Суслова с неоднородной
связью.
Если потенциал U(γ) для этих систем не равен нулю, то, как правило, соответствую-
щие уравнения движения оказываются неинтегрируемы. Это отличает предложенный метод
гамильтонизации от используемого в работах [1, 19], где требуется существование набора
первых интегралов.
Заметим также, что если в задаче о шаре Чаплыгина сделать замену параметров и по-
тенциала
A = D−1(E− Â), U1(γ) = D−1U2(γ),
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то получим, что гамильтониан (2.5) принимает вид
H1 =
D−1
2 (M ,M )−D
−1H2, (2.9)
а пуассонова структура шара Чаплыгина преобразуется в пуассонову структуру системы
Веселовой. Следовательно, эти две системы определены на одном и том же пуассоновом
многообразии [14], а их гамильтонианы связаны соотношением (2.9). При нулевом потенци-
але функция F = M 2 является интегралом обеих систем, поэтому их траектории оказыва-
ются трансверсальными друг другу обмотками одних и тех же торов [13].
3. Приведение к скобке e(3)
Если ввести обозначение g = ρ−1, то пуассонову структуру (2.4) можно переписать










Исследуем класс таких пуассоновых структур более детально. Прежде всего отметим,
что параметрами этих пуассоновых структур служат две произвольные функции g(γ) > 0
и f(γ). Соответствующую пуассонову структуру мы обозначим поэтому через Pg,f . Все Pg,f
обладают одними и теми же функциями Казимира (M ,γ) и (γ,γ).
Для простоты мы ограничимся рассмотрением физического случая γ2 = (γ,γ) = 1, то
есть ограничим все объекты на пятимерное (пуассоново) многообразие S2(γ)× R3(M ).
Одна из наших целей — выяснить, к какому каноническому виду приводятся эти пуас-
соновы структуры. Заметим, что симплектические листы Pg,f диффеоморфны кокасатель-
ному расслоению к сфере T ∗S2. Из явного вида (1.1) пуассоновой структуры можно сделать
вывод, что симплектическая структура на листе T ∗S2 будет суммой канонической формы
dp∧dq и некоторой магнитной добавки, то есть замкнутой 2-формы ωmagn на сфере. Соглас-
но теореме Мозера [27], с точностью до симплектоморфизма такие формы ωmagn парамет-




для каждой пуассоновой структуры мы имеем однопараметрическое семейство симплекти-
ческих листов, тип которых также определяется ровно одним параметром. Это наблюдение
приводит к гипотезе о том, что «перераспределив» при необходимости симплектические
листы и применив затем некоторый симплектоморфизм к каждому отдельному симплекти-
ческому листу, мы сможем перевести любую структуру Pg,f в любую другую P
 g,  f
.
Замечание. На нулевом уровне (M ,γ) = 0 пуассонова структура (3.1) приводится к канони-
ческому виду алгебры Ли e(3) простейшей заменой [4]:
(M ,γ) → (g−1(γ)M ,γ).
Так, для шара Чаплыгина имеем
(M ,γ) →
((D−1 − (γ,Aγ))−1/2M ,γ),
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для системы Веселовой —
(M ,γ) → ((γ,Aγ)−1/2M ,γ).
Мы начнем с того, что опишем класс естественных преобразований, которые сохраня-
ют вид тензора Пуассона Pg,f , но меняют параметры g и f . Рассмотрим преобразования
следующего вида:
(M ,γ) → (M˜ ,γ), M˜ = A(γ)M , (3.2)
где A(γ) — некоторый линейный оператор в R3, компоненты которого зависят от γ.
Предложение 2. Для каждой точки γ ∈ S2 рассмотрим ортогональное разложение
M = M ′+M ′′, гдеM ′′ = (M ,γ)γ — проекцияM на вектор γ, аM ′ = M−M ′′ — проекция
M на плоскость, перпендикулярную γ. Пусть
M˜ = α(γ)M ′ + cM ′′ +M ′′ × h(γ),
где c — константа, α(γ) > 0 — произвольная скалярная функция, а h(γ) — произвольная
вектор-функция от γ. Тогда преобразование (3.2) переводит пуассонову структуру Pg,f
в пуассонову структуру P
 g,  f
аналогичного вида, параметры которой задаются следующим
образом:























Доказательство предложения состоит в непосредственной проверке.
Мы ограничимся комментарием о геометрическом смысле преобразования M → M˜ ,
использованном в этом утверждении. Рассмотрим ортонормированный базис e1, e2, e3 про-
странства R3(M ), связанный с вектором γ. А именно, e1, e2 — два ортонормированных
вектора, лежащих в касательной плоскости к единичной сфере в точке γ, а e3 — вектор








где α, a, b зависят от γ, а c — константа.
Это в точности общий вид преобразования A, удовлетворяющего нашим требованиям.
Действительно, функция Казимира (M ,γ) должна перейти в себя с возможным домноже-
нием на константу, это и есть c. Поэтому плоскость, задаваемая уравнением (M ,γ) = 0,
должна перейти в себя, а в ортогональном направлении преобразование должно быть рас-
тяжением в c раз, причем константа c не должна зависеть от γ. Эти условия полностью
определяют последнюю строчку матрицы A.
Кроме того, соотношения {Mi, γj} = −g ·εijkγk можно формально переписать в вектор-





)× γ = g˜M × γ,
а это в точности означает, что на касательной плоскости к сфере оператор должен дей-
ствовать как умножение на некоторое число α (зависящее от γ). На элементы a, b никаких
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ограничений нет, они задаются вектор-функцией h (сама эта функция имеет 3 компонен-
ты, но существенными являются только две из них, поскольку добавление к h вектора,
пропорционального γ, ничего не меняет).
Полезно обратить внимание на следующее обстоятельство. Множество преобразований,
описанных в предложении 2, образует группу (разумеется, бесконечномерную, поскольку
ее параметрамы содержат произвольные функции α и h). Легко проверить, что последова-
тельное выполнение преобразований с параметрами (α1, c1,h1) и (α2, c2,h2) эквивалентно
выполнению преобразования с параметрами (α1α2, c1c2,h1α2 + h2c1). Указанное правило













Эта группа естественным образом действует на рассматриваемом классе пуассоновых струк-
тур или, что то же самое, на пространстве параметров g, f . Выписанные выше прави-
ла (3.3) — это в точности формулы для такого действия. Если действие формально обозна-
чить через (g˜, f˜) = Ψ(α,c,h)(g, f), то оно, как нетрудно убедиться, выполнив последовательно
два преобразования, будет удовлетворять стандартному правилу, а именно: если
(g˜, f˜) = Ψ(α1,c1,h1)(g, f) и (˜˜g, ˜˜f) = Ψ(α2,c2,h2)(g˜, f˜),
то
(˜˜g, ˜˜f) = Ψ(α1α2,c1c2,h1α2+h2c1)(g, f).
Для явной проверки этого факта формулы (3.3) удобно переписать в виде




























после чего проверка труда не представляет.
С точки зрения теории групп, теперь было бы естественно задать вопрос: как устроены
орбиты этого действия? Другими словами, мы хотим понять, какие пуассоновы структу-
ры можно перевести друг в друга указанными преобразованиями. Ответ оказывается очень
простым: описанное действие имеет единственную орбиту, то есть транзитивно и все пуас-
соновы структуры рассматриваемого класса эквивалентны между собой. В частности, спра-
ведлива следующая теорема:
Теорема 3. Всякая пуассонова структура Pg,f вида (3.1) на уровне γ2=1 изоморфна
стандартной пуассоновой структуре P1,0, отвечающей алгебре Ли e(3).
Доказательство. Нам достаточно подобрать параметры преобразования (α, c,h) в фор-
мулах (3.3) так, чтобы g˜ = 1 и f˜ = 0. Первое условие сразу определяет функцию α, а именно,












+ 1c (γ, roth) = 0,
или, эквивалентно,





− c + (γ, roth) = 0,
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где неизвестными являются константа c и вектор-функция h . Поэтому уравнение можно
теперь переписать в виде
(γ, roth) = F (γ) + c, (3.4)
где F (γ) — некоторая заданная нам функция, причем удовлетворить выписанному усло-
вию мы должны лишь на единичной сфере γ2 = 1. Условия разрешения уравнения такого
вида хорошо известны. В дифференциально-геометрическом смысле это уравнение просто
означает, что мы ищем первообразную для 2-формы вида (F + c) dσ на единичной сфере,
где dσ — стандартная форма площади. Это можно сделать тогда и только тогда, когда∫
S2
(F + c) dσ = 0, а этого условия всегда можно добиться подбором константы c.
Замечание. Аналогично возможно приведение скобки Pg,f к стандартному виду уже на всей
алгебре Ли e(3), то есть без дополнительного ограничения γ2 = 1. Для этого класс преобразова-
ний придется расширить: необходимо будет предположить, что c зависит от γ2. Поскольку γ2 —
функция Казимира, то во всех преобразованиях к c(γ2) можно будет относиться по-прежнему как
к константе, и поэтому формулы существенно не изменяются. Условия разрешимости уравнения
(γ, roth) = F (γ) + c(γ2) остаются прежними, но теперь проверять их нужно на сферах всех радиу-
сов. У нас по-прежнему есть возможность добиться их выполнения, поскольку нужные константы
теперь можно выбирать в зависимости от радиуса γ2.
Так, в задаче о шаре Чаплыгина на плоскости, упоминавшейся выше, в уравнении (3.4)
функция F (γ) имеет вид
F (γ) = − D−1(D−1 − (γ,Aγ))3/2 .
Решения уравнения (3.4) для неизвестных c и h могут быть выражены в этом случае через
полные и неполные эллиптические интегралы. Таким образом, несмотря на то, что с теоре-
тической точки зрения доказательство возможности приведения скобки Pg,f к e(3)-скобке
большого труда не составляет, получившееся преобразование может оказаться крайне гро-
моздким и неалгебраическим.
Аналогичное преобразование скобки (3.1) к e(3) указано в [15, 16]; там также отмечено,
что если допустить сингулярность на S2, решение уравнения (3.4) может быть выражено
в явном виде через элементарные функции.
4. Обобщение на случай гиростата
Рассмотрим теперь ситуацию, когда к шару Чаплыгина или к твердому телу в задаче
Веселовой добавляется ротор, обладающий гироскопическим моментом k . Тогда непосред-
ственным вычислением можно показать, что обе системы остаются конформно-гамильто-
новыми. Чтобы показать это, рассмотрим пуассонову структуру Pk более общего вида
x˙ = g−1Pk (x ) ∂H∂x
,








0 −M3 − k3 M2 + k2
M3 + k3 0 −M1 − k1)
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где x = (M ,γ) — полный набор переменных, а g — функция только от γ. Тождество Якоби
при этом заведомо выполнено, а функции Казимира имеют вид
F1 = γ2, F2 = (M + k ,γ).
Заметим, что функция S(, γ) в пуассоновой структуре (4.1) также может зависеть от
постоянных ki, i = 1, 2, 3.
Для шара Чаплыгина вектор M выражается через угловую скорость ω также при




D−1 − (γ,Aγ), f(γ) = 0, Φ(γ) = 0.
Для системы Веселовой при добавлении гиростата соотношения (2.8) необходимо
модифицировать. По-прежнему будем полагать, что M = Â−1ω + λγ, где коэффициент λ
найдем из условия
(M + k,γ) = (ω,γ).
Получим
M = Â−1ω − ((Â−1 −E)ω + k,γ)γ, ω = Â(M − Sγ),
S =
(ÂM −M − k,γ)
(Âγ,γ)
,





При этом гамильтониан имеет вид
H = 12
(
(ÂM ,M ) +




Дополнительный интеграл в этом случае имеет вид
F3 = (M + k ,M + k).
Таким образом получившаяся система является конформно-гамильтоновой и интегри-
руемой и допускает качественный анализ методами, изложенными в [2].
Дискуссия
Таким образом, мы получили инвариантное (не зависящее от выбора локальных пере-
менных) конформно-гамильтоново представление обобщенных систем Чаплыгина на T ∗S2
при помощи вырожденной пуассоновой структуры ранга 4 в шестимерном пространстве
R6(M ,γ) и показали, что эта структура является деформацией стандартной скобки Ли–
Пуассона в R6(M ,γ), соответствующей алгебре e(3).
В качестве приложений были рассмотрены две неголономные системы: задача о шаре
Чаплыгина и система Веселовой. В данном подходе (после замены параметров) они оказы-
ваются интегрируемыми конформно-гамильтоновыми системами на одном и том же пуассо-
новом многообразии с одним и тем же набором первых интегралов. Указанное конформно-
гамильтоново представление было обобщено на случай добавления гиростата (хотя при этом
пропадает аналогия между этими системами).
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Замечание. В работе конформно-гамильтоново описание системы Веселовой при (ω,γ) = 0
и интегрируемое добавление гиростата к ней приводятся впервые.
Данная работа ставит ряд вопросов, касающихся в основном неголономных систем.
1. Можно ли при помощи описанного подхода получить конформно-гамильтоново опи-
сание для интегрируемого обобщения задачи о качении шара Чаплыгина по сферическому
основанию (БМФ-система), найденному в [6, 14, 21].
2. В примерах встречаются «скобки похожего типа», но с другой линейной поM функ-
цией Казимира [1]. Было бы интересно выяснить, сводятся ли такие скобки к стандартной
скобке Пуассона –Ли на e(3) при помощи описанной выше технологии.
3. Поскольку задача Чаплыгина без потенциала (то есть U(γ) = 0) интегрируется
на всем пространстве R6(M ,γ), то после описанной выше замены мы получаем глобаль-
но интегрируемую гамильтонову систему на e(3), то есть при всех значениях постоянной
площадей. Это обстоятельство, как известно, может быть интерпретировано как интегриру-
емость натуральной системы с двумя степенями свободы в присутствии магнитного поля,
гамильтониан и дополнительный интеграл которого квадратичны по импульсам. Вопрос
об описании всех таких систем активно обсуждался в литературе. Было бы любопытно
интерпретировать полученную указанным способом систему в контексте недавних класси-
фикационных результатов, представленных в работах [11, 26].
Авторы благодарят А.В.Цыганова за полезные обсуждения.
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